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1. Introduccion

Quiénes somos
Somos profesores de didactica de las matematicas.

Repartimos nuestro tiempo de docencia entre la Escuela de Magisterio, la Facultad de
Matematicas, y el Programa de Doctorado del Departamento. Ademas realizamos investigacion en
didactica de las matematicas dirigida a proporcionar a profesores y estudiantes informacion y
herramientas para mejorar la préactica de ensefianza y de aprendizaje de las matematicas en los
diferentes niveles educativos de primaria, secundaria y universidad. Por otra parte, estamos en
contacto con la comunidad internacional de didactica de las matematicas a través de publicaciones,
congresos Yy trabajo conjunto con colegas de otros paises.

Por qué estamos aqui

Desde hace algunos afios, y de manera mas intensa durante el curso pasado, hemos visto la
carencia de material y de herramientas a disposicién de los profesores en ejercicio para trabajar con
alumnos de AA.CC. Han sido muchos los contactos con padres y profesionales de la ensefianza que
se han manifestado en este sentido en conversaciones privadas.

Resulta inviable que cada profesor o equipo de un centro disefie el material apropiado,
sustitutorio o complementario de lo que emplea para la mayoria de la clase cada vez que se presenta
un caso de AA.CC. Ademas del tiempo necesario, el trabajo de un profesor requiere continuidad a
lo largo de los diversos cursos. El profesor necesita asesoramiento y apoyo sobre formas de
organizar las clases y los recursos que puede utilizar. Si un profesor tiene a su disposicion
informacion sobre las posibilidades que existen, ya parte de propuestas concretas que puede utilizar,
adaptar, modificar o crear su propio material.



Empezamos a hablar con maestros y compafieros de Didactica de la Matemaética con el fin de
crear un equipo de trabajo dirigido a disefiar material organizado para atender a alumnos de AA.CC.
en el area de Matematicas. En principio, nuestra propuesta iba dirigida a la Ensefianza Primaria,
dado que en E. Secundaria hay algo mas hecho (por ejemplo, el proyecto Estalmat, dirigido a
estudiantes de 12 a 14 afios, y algunas series inglesas de libros con material de enriquecimiento
curricular para matematicas). En el equipo debia haber profesionales de la ensefianza, expertos en
métodos de organizacion y gestion de las clases, ademas de personas interesadas en el proyecto.

Cuando conocimos este programa de enriquecimiento curricular con atencion a nifios de
AA.CC., nos pusimos en contacto con su coordinador, quien nos dio la oportunidad de participar en
él.

2. Una propuesta de colaboracion
La didactica de las matemaéticas tiene como objetivos Ultimos:

1) promover la mejora del aprendizaje de las matematicas, y
2) promover la mejora de la ensefianza, como elemento necesario para conseguir el objetivo
anterior.

Pero la didéctica de las matematicas no sélo se preocupa de dar a los profesores unas
directrices sobre como puede ser mas eficaz ensefiar un tema de matematicas. Lamentablemente no
existen recetas de éxito seguro, porque los estudiantes y los profesores son distintos y, como todos
sabemos por propia experiencia, cualquier forma de ensefianza tiene méas éxito con unos estudiantes
y unos profesores y menos con otros. Las propuestas de ensefianza que tienen mas éxito son las que
aportan flexibilidad para que los profesores puedan aplicarlas de una forma u otra dependiendo de
sus estilos de ensefianza y de los alumnos concretos que tienen en ese momento. Por eso, la
didactica de las matemaéticas se preocupa también de analizar la problemética de la ensefianza y
aprendizaje en su conjunto para elaborar modelos tedricos que ayuden a entender como se pueden
hacer las cosas y qué, como y cuando modificar o afiadir en una programacion previamente
elaborada para adaptarla a las necesidades especificas de los alumnos con los que se esta
trabajando.

En la Resolucion (21/10/2008, DOCV de 28/10/2008) que autoriza la realizaciéon de este
programa de innovacion, se pueden leer estos objetivos generales y concretos. No los destacamos
porque pensemos que son los mas importantes, sino porque son los mas proximos a lo que creemos
que podemos aportar a este programa en relacion con la formacién matemaética de los estudiantes:

Primero. Finalidad
Autorizar ... un programa experimental .. de innovacion educativa, para
profundizar en el desarrollo de las competencias bésicas, para fomentar el




enriquecimiento curricular ..., con el fin de ... generar buenas préacticas para su
posterior difusion ...

Cuarto. Objetivos

Los objetivos especificos de este programa experimental son los siguientes:

1. Ampliar las técnicas de enriguecimiento intelectual en las programaciones
didacticas ...

5. Prestar especial atencion a la innovacion en la metodologia de la ensefianza de
competencias relacionadas con las nuevas tecnologias ...

6. Trabajar con coordinacion y planificacion para rentabilizar los recursos
humanos, organizativos, curriculares y extracurriculares ...

8. Generar ... actividades de ampliacién y profundizacion de los aprendizajes
para todo el alumnado. ...

12. ... dotar a los centros de propuestas, materiales para el alumnado y el
profesorado, criterios organizativos y formas de trabajo ...

Nuestra propuesta de colaboracion se basa en unir vuestra experiencia, como profesores de
primaria y secundaria, para enfrentar el dia a dia en las aulas con nuestra experiencia en didactica
de las matematicas para aportar visiones globales apoyadas en modelos 0 marcos tedricos que
permitan organizar el conjunto de actividades de matemaéticas de forma homogénea, coherente y
secuenciada entre los centros o los cursos especificos. Al mismo tiempo nuestra experiencia
investigadora facilita la busqueda de informacion generada en otros paises y el contacto con grupos
de trabajo que puedan aportar informacion util para elaborar nuestros propios materiales de
ensefianza.

Esta idea, llevada a la practica, significa que, cuando se decida empezar a elaborar materiales
curriculares en un tema especifico podremos aportar ideas tedricas y practicas, publicaciones y
materiales concretos que ayuden a empezar a trabajar. Mas adelante, a lo largo de la
experimentacién, podemos aportar ideas y sugerencias para mejorar o completar el material que se
este preparando, para organizarlo o para complementar con analisis didacticos los documentos que
haya que elaborar como conclusion de esta experiencia de innovacion.

3. Algunas ideas sobre la formacion matematica de los estudiantes de altas capacidades y
superdotados



Tanto desde enfoques disciplinares como globales, los estudiosos de la problematica de la
ensefianza de estos nifios apuntan a dos modelos de ensefianza:

- Ensefianza mediante profundizacién en los contenidos del curso que les corresponde.

- Ensefianza mediante aceleracion en el aprendizaje de los contenidos del curriculo ordinario.
Ademas, se ofrece un tercer modelo de ensefianza:

- Ensefianza mediante introduccion de nuevos contenidos extracurriculares.

Estos nuevos contenidos son temas interesantes o atractivos, que no se estudian en el
curriculum ordinario, pero que pueden aportar una gran riqueza a la formacion matemaética y
general de los nifios de altas capacidades y superdotados. Algunos ejemplos son: Desarrollo de las
capacidades de visualizacion e imaginacion espacial. Aprendizaje de estrategias de calculo mental y
estimacion. Uso de software educativo para realizar actividades y resolver problemas. Aprendizaje
detallado de las isometrias y su utilizacion como instrumento de apoyo en otros temas de
matematicas y en otras areas disciplinares. Participacion en entornos virtuales de aprendizaje
colaborativo, por ejemplo creando equipos de estudiantes con altas capacidades de varios centros
del proyecto.

Los expertos no se ponen de acuerdo en que un modelo sea mejor que los otros, y existen
argumentos convincentes en defensa de cada uno. Esta falta de acuerdo indica claramente que, en
realidad, ninguno de los modelos es “el” bueno, y que todos tienen sus ventajas y Ssus
inconvenientes, que no se debe optar por uno de ellos como norma general obligatoria, si no que
hay que analizar las caracteristicas de cada caso (del estudiante, del colegio y sus profesores, del
entorno familiar, etc.) y las posibilidades de llevar a cabo lo que se considera éptimo para tomar
una decision. Probablemente, la decision méas acertada sea una via intermedia que combine
profundizacion, nuevos temas extracurriculares y aceleracion.

Nuestra opinidn es que, como pauta general en matematicas, conviene trabajar en primer lugar
en profundizar en los contenidos del curso, afiadir nuevos contenidos extracurriculares y, solo
cuando lo anterior no sea posible, o si los requisitos del alumno asi lo aconsejan, ir a la aceleracion.
En este sentido, el curriculo de matematicas de primaria no es homogéneo, pues algunos temas,
fundamentalmente de aritmética, son poco adecuados para la profundizacién, porque no hay en qué
profundizar, mientras que otros, mayoritariamente de geometria, probabilidad y estadistica, tienen
mas posibilidades de profundizacion. Por el contrario, cuando avanzamos en los cursos de ESO y
Bachillerato, encontramos cada vez més posibilidades de profundizacién en cualquier tema, porque
se trata de temas mas complejos que permiten a los profesores buscar elementos complementarios
atiles e interesantes en los que trabajar. Un reflejo de esto es que la mayor parte de publicaciones
sobre trabajo en matematicas con nifios superdotados se basan en cursos de secundaria.



Desde el punto de vista de las metodologias de ensefianza de las matematicas a nifios de altas
capacidades o superdotados, todos los expertos coinciden en que hay que evitar la ensefianza
rutinaria y memoristica basada en aprenderse los contenidos del libro de texto y hacer unos cuantos
ejercicios de aplicacion inmediata. La alternativa es una metodologia activa con mas protagonismo
para los estudiantes. Entre las metodologias de ensefianza que podemaos utilizar estan:

- Organizar la ensefianza basada en resolucion de problemas.
- Plantear investigaciones en temas interesantes para los estudiantes.

- Presentar conexiones entre diferentes temas de matematicas o de matematicas y otras areas
(por ejemplo fisica).

- Presentar aplicaciones de las matematicas a situaciones de la vida real de los nifios (por
ejemplo en problemas relacionados con precios).

- Plantear investigaciones para que las resuelvan mediante consultas en internet o uso de
software educativo.

Se puede recurrir a una combinacién de varias de ellas.

En cuanto a la resolucién de problemas, sabemos que son un tema del curriculo oficial de
matematicas de primaria y de secundaria. Esto quiere decir que la resolucion de problemas juega un
doble papel, como contexto y como contenido, es decir como forma de ensefianza de otros
contenidos (descubrimiento de nuevos conceptos y propiedades) y como objeto de ensefianza en si
misma (métodos de resolucion de problemas). Ambos papeles son importantes y Utiles, y se pueden
combinar.

La ensefianza basada en la resolucién de problemas consiste en elegir cuidadosamente
conjuntos de problemas que conduzcan a los estudiantes a descubrir nuevos contenidos
matematicos como consecuencia del trabajo que tienen que hacer para resolverlos. Por ejemplo,
plantear en Primaria 0 ESO una serie de problemas de reparto equitativo nos puede llevar a
comprender el concepto de fraccion y a descubrir la aritmética de las fracciones. Otro ejemplo,
plantear en 1° de bachillerato una serie de problemas sobre velocidades de automoviles nos puede
llevar a descubrir el concepto de derivada y su definicion formal mediante la interpretacion
geométrica de la derivada.

Por otra parte, la resolucion de problemas por el puro placer del reto de resolverlos da pie a la
ensefianza de métodos y herramientas de resolucién de problemas. Seria el caso, por ejemplo, de
preparacion para unas olimpiadas, que son independientes de los contenidos matematicos
subyacentes.



4. Algunos ejemplos de ensefianza de matematicas a estudiantes de altas capacidades y
superdotados

Hemos comentado antes que parte de nuestra aportacion a este programa de innovacion se
puede basar en proporcionar marcos tedricos a los profesores que van a disefiar los nuevos
materiales de ensefianza y a realizar los experimentos de ensefianza, con el fin de que se puedan
utilizar como instrumentos para definir objetivos de ensefianza, para organizar coherentemente los
contenidos y actividades, para graduarlos de forma que sean utiles a nifios con diferentes
capacidades (que es uno de los objetivos principales de este programa de innovacion), para valorar
las respuestas de los estudiantes y para evaluar su progreso en el aprendizaje. A continuacién
presentamos, de forma muy esquematica, algunos ejemplos de coémo un marco teérico adecuado
puede ayudar a los profesores en esta tarea de disefiar unidades de ensefianza que respondan a las
necesidades de los alumnos de altas capacidades y superdotados pero que, al mismo tiempo y
dentro de lo posible, sean Utiles también al resto de alumnos de los centros.

Ejemplo 1: Los problemas aritméticos de sumas y restas en Primaria.

Los temas de aritmética de los cuatro primeros cursos de primaria se dedican prioritariamente
a ensefiar a contar, algunas propiedades de los nimeros relacionadas con el sistema decimal de
numeracion y las cuatro operaciones aritméticas. Una parte importante de estos temas debe ser la
resolucion de problemas aritméticos, que sirven para que los nifios perciban los diversos
significados de cada operacion. En didactica de las matematicas se ha investigado exhaustivamente
toda la problematica relacionada con los procesos de resolucion de problemas aritméticos y con las
dificultades de los estudiantes para resolverlos. Por ejemplo, se han identificado diversas variables
que inciden en la dificultad de los problemas. También se han clasificado los problemas en varios
tipos que responden a diferentes significados de las operaciones aritméticas.

En lo referente a los problemas de sumas y restas, se identifican cuatro tipos que, de manera
muy resumida, tienen las siguientes caracteristicas:

Problemas de transformar, en los cuales hay un conjunto inicial de objetos, una
transformacion que hace que la cantidad de objetos en este conjunto aumente o disminuya, y un
conjunto final de objetos.

Problemas de combinar, en los cuales hay dos conjuntos de objetos que unas veces se juntan 'y
otras veces se separan.

Problemas de comparar, en los cuales hay dos conjuntos de objetos, uno mayor que el otro, y
se quiere averiguar cuantos objetos mas o menos tiene uno que el otro.

Problemas de igualar, en los cuales hay dos conjuntos de objetos, uno mayor que el otro, y se
quiere averiguar cuantos objetos hace falta afiadir o quitar de un conjunto para que tenga tantos
objetos como el otro.




Gréaficamente, estos son los cuatro tipos de problemas de sumas y restas:

PROBLEMAS DE SUMAS PROBLEMAS DE RESTAS

Transformar

+ Cambio - | Cambio

Inicial | ————p» | Final Inicial | ———p» | Final

Combinar

Parte | + | Parte | —» | Todo Todo | - | Parte | —» | Parte

Comparar

Igualar

—» —»

Este modelo de clasificacion de problemas permite a los profesores, por una parte, analizar los
problemas que van a plantear a sus alumnos, para darse cuenta de si hay la variedad adecuada de
casos, y, por otra parte, seleccionar unos tipos u otros de problemas segun la dificultad que quieran
que tengan los problemas, pues los tipos de comparar e igualar son més dificiles que los otros.

Los siguientes ejemplos muestran cémo una misma situacion (las manipulaciones con
caramelos) se modifica para convertirla en cada uno de los cuatro tipos de problemas y, en cada
tipo, en cada una de las seis formas posibles dependiendo de la operacion aritmética y del término
que hay que calcular (para no resultar reiterativos, sdlo aparecen las seis formas en el primer tipo de
problemas):



PROBLEMAS DE SUMAS PROBLEMAS DE RESTAS

Transformar

3+5=[] 8-5=[]
Juan tenia 3 caramelos. Ana le ha dado otros 5 | Juan tenia 8 caramelos. Ana le ha cogido 5
caramelos. ¢ Cuantos tiene Juan ahora? caramelos. ;Cuantos tiene Juan ahora?

3+[] =8 8-[]=3
Juan tenia 3 caramelos. Ana le ha dado algunos | Juan tenia 8 caramelos. Ana le ha cogido varios.

mas. Ahora Juan tiene 8 caramelos. ;Cuantos le | Ahora Juan tiene 3 caramelos. ;Cuantos le ha
ha dado Ana? cogido Ana?

[]+5=8 []-5=3

Ana le ha dado 5 caramelos a Juan. Ahora Juan | Ana le ha cogido 5 caramelos a Juan. Ahora

tiene 8 caramelos. ¢ Cuantos tenia Juan al Juan tiene 3 caramelos. ;Cuantos tenia Juan al
principio? principio?
Combinar

3+5=[] 8-5=[]
Juan tiene 3 caramelos de fresa y 5 caramelos Juan tiene 8 caramelos. De ellos, 5 son de fresa
de naranja. ¢ Cuantos caramelos tiene Juan en y los demas son de naranja. ¢ Cuantos caramelos

total? de naranja tiene Juan?
Comparar
3+5=[] 8-5=[]
Ana tiene 3 caramelos, que son 5 caramelos Juan tiene 8 caramelos, que son 5 caramelos
menos que los que tiene Juan. ;Cuéntos mas que los que tiene Ana. ;Cuantos caramelos
caramelos tiene Juan? tiene Ana?
Igualar

3+5=[] 8-5=[]
Ana tiene 3 caramelos. Si le damos a Ana otros | Juan tiene 8 caramelos. Si le cogemos 5
5 caramelos, tendra tantos caramelos como caramelos, tendra tantos caramelos como Ana.

Juan. ¢;Cuantos caramelos tiene Juan? ¢ Cuantos caramelos tiene Ana?

Al leer los enunciados de los problemas de comparar de la tabla anterior puede parecer que
estan equivocados: El hecho de que aparezca la palabra "mas" en el enunciado de la columna de los
problemas de restas y la palabra "menos"” en el enunciado de la columna de los problemas de sumas



podria llevarnos a pensar que estan al revés. En realidad, lo que clasifica a estos dos problemas
como de sumas o de restas es como los interpreta cada estudiante concreto. Asi, un estudiante puede
resolver el problema de la columna de sumas como en la tabla, afadiendo caramelos en el montdn
de Ana hasta que haya tantos como en el de Juan, mientras que otro estudiante puede resolver el
mismo problema cogiendo caramelos del montén de Juan hasta que queden tantos como en el de
Ana. En el primer caso es un problema de sumas y en el segundo caso es un problema de restas.

Se trata, no obstante, de una peculiaridad de este tipo de problemas, que desde el punto de
vista de una clasificacion formal son ambiguos, pero que para un profesor que esta en su escuela
con sus alumnos no es importante, porque lo que le importa en ultimo término es que los nifios
entiendan estas situaciones y las resuelvan correctamente. Si planteamos, por ejemplo, el problema
de 3 + |:| = 8, los nifios de los primeros cursos de Primaria, que seguramente todavia estan
contando con los dedos de las manos, van a resolverlo contando con los dedos desde 3 hasta 8, por
lo que han hecho una suma. Sin embargo los nifios de los cursos intermedios o superiores de
Primaria o los nifios mas pequefios de altas capacidades, que ya dominan bien estas operaciones,
haran mentalmente la resta 8 - 3 = 5, porque ya son capaces de relacionar la sumay la resta.

En cualquier caso, lo importante de esta clasificacion es que nos ayuda a darnos cuenta de que
las diferentes formas de enunciados presentan a los estudiantes distintos significados de los
conceptos de suma y resta. También que, aunque la operacion directa que resuelve el problema es
una suma o una resta, el enunciado verbal del problema hace que varie su dificultad v,
posiblemente, la estrategia que utilicen los alumnos en la resolucion sea distinta. Resolver
problemas variados, en el momento adecuado, enriqueceréa el aprendizaje de los estudiantes.

Ejemplo 2: Las definiciones de los cuadrilateros en Primaria 'y ESO.

En la ensefianza de la geometria, la didactica de las matematicas ofrece un marco de
referencia muy Util e interesante, denominado “niveles de razonamiento matematico de Van Hiele”,
que ha demostrado en numerosas ocasiones su eficacia para organizar el curriculo escolar de
geometria, e incluso de toda la asignatura de matematicas.

A grandes rasgos, las caracteristicas generales de los cuatro niveles de razonamiento
matematico que identifica el modelo de Van Hiele son las siguientes:

Nivel 1 (de reconocimiento): Las figuras se perciben de manera global, como objetos fisicos.
No se puede trabajar con sus elementos matematicos ni con sus propiedades matematicas, ni se
tiene capacidad para generalizar las observaciones hechas en una figura especifica.

Nivel 2 (de andlisis): Se reconocen elementos matematicos de las figuras, asi como
propiedades matematicas de éstas, pero no se tiene la capacidad para establecer relaciones ldgicas
(de implicacion o dependencia) entre unas propiedades matematicas y otras. Se generalizan
propiedades de las figuras a partir de su comprobacién u observacion empirica en unos pocos



ejemplos. Las demostraciones son empiricas y consisten en mostrar ejemplos en los que se verifica
la afirmacion que se quiere demostrar.

Nivel 3 (de clasificacion): Se es capaz de establecer relaciones légicas entre propiedades
matematicas. Los estudiantes entienden y utilizan implicaciones de uno 0 unos pocos pasos.
También entienden como formular una definicion. Todavia no se comprende la estructura
axiomaética de las matemaéticas.

Nivel 4 (de deduccion formal): Los estudiantes entienden la estructura axiomética de las
matematicas (axiomas, definiciones, teoremas, etc.). También entienden la necesidad de las
demostraciones formales como Unico método vélido para asegurarse de la veracidad de una
conjetura y pueden realizar demostraciones logico-deductivas formales. Esta capacidad de
razonamiento permite tener una vision globalizadora del area que se esta estudiando.

La ensefianza de los cuadrilateros es un ejemplo del uso de los niveles de Van Hiele como
marco para organizar la ensefianza, y en el siguiente ejemplo mostramos como los niveles resultan
Gtiles también para organizar la ensefianza de la demostracién matematica. Teniendo en cuenta los
niveles de razonamiento, se pueden secuenciar las propuestas que los alumnos deben trabajar sobre
cuadrilateros, permitiendo que progresen a lo largo de los niveles y evitando plantear situaciones
propias de un nivel superior o inferior al que se esti adquiriendo. Esta forma de trabajo resulta
especialmente interesante para planificar la ensefianza de las matematicas a los estudiantes de altas
capacidades y superdotados debido a que su velocidad de aprendizaje obliga, generalmente, a
disefiar programaciones que se salen de los limites ordinarios de un curso escolar.

En los cursos de Primaria y ESO se ensefian y utilizan los conceptos de los tipos de
cuadrilateros. La lectura de libros de texto de diferentes editoriales 0 cursos nos muestra que se
utilizan dos definiciones diferentes para algunos de estos conceptos. Este es, por ejemplo, el caso
del rectdngulo y el rombo.

En un libro de texto de 4° de E. Primaria leemos:

/" Cuadrade Y [ Rectdngule /" Rombo ™

Tiene los 4 lados Tiene los lodos igua- Tiene los 4 lodos
iguales y los 4 an- les2a 2 ylos 4 an- iguales y los dngu-
.kgu:n.r. iguales. ) k?ulc_ns :'l_gunlas. '\_hlm iguales 2 a 2.

Y en otro libro de texto de 5° de E. Primaria leemos:



El rectingulo tiene los cuatro
angulos rectos.

El cuadrado tiene los cuatrg
lados iguales y los cuatro
angulos rectos.

El rombo tiene bos cuatro
lados iguales

La diferencia entre ambos grupos de definiciones es importante, porque dan lugar a
clasificaciones diferentes de las mismas figuras:

Segun el libro de 4° de E. Primaria, cada familia de poligonos es independiente de las otras:
Los cuadrados no son rombos ni rectangulos, porque no cumplen sus definiciones. Este diagrama
conjuntista sintetiza la falta de relacion:

Y segun el libro de 5° de E. Primaria, hay una relacion de pertenencia entre estas familias: Los
cuadrados son, al mismo tiempo, rectangulos y rombos, porque cumplen los requisitos sefialados en
sus definiciones. Este diagrama conjuntista sintetiza la relacion de inclusion:

Rectang. Rombo

El modelo de Van Hiele nos ayuda a organizar esta situacién, pues nos dice que en los niveles
de razonamiento 1 y 2 los estudiantes s6lo son capaces de entender y utilizar las definiciones que



inducen familias disjuntas (las del libro de 4° de E. Primaria), y que los estudiantes de los niveles de
razonamiento 3y 4 son capaces de entender y utilizar también las definiciones que inducen familias
relacionadas (las del libro de 5° de E. Primaria). La mayoria de estudiantes de primaria y ESO
razonan en los niveles 1 y 2, por lo que no debemos extrafiarnos si tienen dificultades con las
definiciones inclusivas.

No obstante, es importante saber que, desde un punto de vista puramente matematico, a medio
y largo plazo las definiciones que resultan més dtiles son las que inducen familias relacionadas. Por
ello, los alumnos de altas capacidades y superdotados, por su mayor capacidad de razonamiento
abstracto, si deben aprender a usar las definiciones inclusivas, pues ello les ayudara a aumentar su
nivel de razonamiento. En los Gltimos cursos de E. Primaria ya se les pueden plantear actividades
para que usen las definiciones inclusivas, no como simple memorizacion de las mismas, sino para
que las utilicen para hacer un analisis matematico de las caracteristicas utilizadas, las implicaciones
a que eso conlleva, la formulacion de definiciones equivalentes (por ejemplo, definir cuadrado
como “rectangulo con todos los lados iguales” o como “rombo con todos los angulos iguales”), etc.

Ejemplo 3: Ensefiar a demostrar en matematicas de Primaria, ESO y Bachillerato.

La demostracién es uno de los pilares en los que se apoyan las matemaéticas actuales. Los
investigadores matematicos estdn de acuerdo en que una demostracion es el Gnico medio valido
para aceptar la veracidad de un nuevo teorema.

En el mundo de las matematicas escolares hay opiniones dispares sobre como pueden o deben
ser las demostraciones admisibles de los estudiantes. Superadas la época de las “matematicas
modernas” (que en Espafia esta asociada a la implantacion de la LOGSE), en la que se intentaba que
todos los estudiantes de Secundaria aprendieran a hacer demostraciones formales, y las décadas
siguientes (desde el mediados de los afios 80 hasta el comienzo del siglo XXI), en las que pocas
veces se mencionaban las demostraciones y muchas menos se ensefiaban, en la actualidad nos
encontramos en un momento en el que profesores, didactas y matematicos preocupados por la
problematica de la ensefianza estan en su mayoria de acuerdo en que los estudiantes de Secundaria
inicien el contacto con las demostraciones deductivas y en que aprender a demostrar es un largo
camino, que dura varios afos, en el cual las demostraciones formales s6lo son el Gltimo paso. Para
que esta propuesta de objetivos de ensefianza sea realizable, es necesario empezar el trabajo desde
el comienzo de la E. Primaria.

Los actuales curriculos de E. Primaria, ESO y Bachillerato de la Comunidad Valenciana
recogen esta tendencia. Asi, entre los objetivos de la asignatura de matemaéticas de E. Primaria esta:

14. Comprender la necesidad de la argumentacion mediante razonamientos l6gicos
en el estudio de las Matematicas.

Y el primero de los Contenidos Comunes a todos los bloques para el tercer ciclo de E.
Primaria es:



— Capacidad para formular razonamientos y para argumentar sobre la validez de una
solucién, identificando, en su caso, los errores.

Del mismo modo, en el curriculo de ESO se indica, como primer objetivo para la etapa:

1. Mejorar la capacidad de pensamiento reflexivo e incorporar al lenguaje y modos
de argumentacion las formas de expresion y razonamiento matematico, tanto en los
procesos matematicos o cientificos como en los distintos ambitos de la actividad
humana, con el fin de comunicarse de manera clara, concisa y precisa.

Entre los contenidos del bloque de geometria de 1° de ESO esté:

— Anadlisis de relaciones y propiedades de figuras en el plano empleando métodos
inductivos y deductivos. ...

Y entre los contenidos del bloque 1 (contenidos comunes) de 4° de ESO, opcion A, estan:

— Planificacion y utilizacién de procesos de razonamiento ... la emisién y
justificacion de hipotesis ...

— Expresion verbal de argumentaciones, ... con la precision y rigor adecuados a la
situacion.

— Interpretacién de mensajes que contengan argumentaciones ...

Por ultimo, para completar este repaso de nuestros curriculos oficiales, vemos que en el de
Bachillerato de Ciencias y Tecnologia se propone que:

En las Matematicas de esta modalidad y sobre todo en las de segundo curso, los
alumnos deben alcanzar el grado de madurez necesario, en el manejo del lenguaje
formal y de los procesos l6gicos deductivos, que les permitan, por ejemplo, seguir,
interpretar y desarrollar demostraciones que no sean excesivamente complicadas,
plantear conjeturas, analizar procesos ldgicos y obtener conclusiones, generalizaciones,
etc.

(Objetivos generales) 4. Comprender la forma de organizacion de los conocimientos
propios de la Matematica: establecimiento de definiciones precisas, demostracion
I6gico-deductiva de propiedades, enunciacion de teoremas Yy justificacion de
procedimientos, técnicas y formulas,

Para llevar a la practica esta propuesta, es necesario que, en el contexto de la ensefianza no
universitaria, la palabra “demostracién” tenga un significado amplio que integre diversos tipos de
explicaciones, justificaciones, verificaciones o demostraciones informales y formales admitidas por
los estudiantes, en coherencia con los niveles 2 a 4 de Van Hiele. De esta manera, “demostrar” se
constituye, desde el comienzo de la E. Primaria, en una actitud permanente de explicar o justificar



las propias afirmaciones, conclusiones o soluciones, mas que en un requisito restringido a los cursos
superiores de ESO y al bachillerato de ciencias.

No podemos olvidar que los estudiantes de altas capacidades y superdotados para las
matematicas estan especialmente preparados para realizar esta actividad, y creemos que sin un
desarrollo adecuado de su capacidad de razonamiento deductivo nunca podran poner en juego todas
sus potencialidades matematicas.

Un profesor nunca debe empefiarse en que sus alumnos realicen un tipo de demostraciones
para el que todavia no estan preparados y cuya estructura y finalidad no entienden. Pero, por otra
parte, los estudiantes de alta capacidad matematica deben recibir una formacién amplia que incluya,
inevitablemente, la ensefianza de la demostracion. La parte mas dificil del trabajo de un profesor en
este terreno es la que tiene que ver con hacer progresar la habilidad de sus alumnos para hacer
demostraciones.

Los resultados de diversas investigaciones proponen un marco de referencia para trabajar en
la ensefianza de la demostraciéon. Este marco estd formado por tres facetas de la demostracion
estrechamente relacionadas que es necesario tener en cuenta al organizar las clases: Las funciones
de las demostraciones, las concepciones de los estudiantes sobre demostracion, y los tipos de
demostraciones producidas por los estudiantes. No vamos a desarrollar aqui estas facetas porque
nos llevaria demasiado lejos del objetivo de este texto, pero si podemos sefialar que, en primer
lugar, debemos distinguir entre dos grandes clases de demostraciones:

Demostraciones empiricas o inductivas. Son las demostraciones que justifican la veracidad de
una conjetura mediante su comprobacion en uno o varios ejemplos concretos. Corresponden al nivel
2 de razonamiento de Van Hiele y son tipicas de la ensefianza Primaria y primeros cursos de ESO.

Demostraciones abstractas o deductivas. Son las demostraciones que justifican la veracidad
de una conjetura mediante argumentos deductivos basados en las hipdtesis y otras propiedades
previamente admitidas como ciertas. Corresponden a los niveles 3 y 4 de razonamiento de Van
Hiele, y deberian empezar a practicarse antes de terminar la ESO.

Las investigaciones en didactica de las matematicas apuntan a que hay un recorrido que los
estudiantes siguen cuando progresan en su capacidad de razonamiento deductivo, que, como
deciamos antes, debe empezar en los primeros afios de Primaria y desarrollarse a lo largo de toda la
ensefianza no universitaria. Los profesores pueden observar y evaluar el progreso a lo largo de este
recorrido viendo cémo varian los tipos de demostraciones hechas por los estudiantes. El siguiente
esquema resume nuestra propuesta de cdmo abordar la ensefianza de la demostracion matematica
con estudiantes de altas capacidades:

1° a 4° de Primaria Transicion a demostracion empirica.

5° de Primaria a 1° de ESO Demostracién empirica cada vez mas elaborada.




2° de ESO Transicion a la demostracion deductiva informal.
3°de ESO Demostracion deductiva informal.
1° de Bachillerato (Cy T) Transicion a la demostracion deductiva formal.

2° de Bachillerato (Cy T) Demostracién deductiva formal sencilla.




